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สำ�หรับก�รจัดง�นประชุมวิช�ก�รของ BSRLM เมื่อวัน
ที่ 2 มีน�คม พ.ศ. 2556 ซึ่งจัดขึ้น ณ Graduate School of 
Education มห�วิทย�ลัย Bristol นั้น ผู้เขียนเองก็มีโอก�สได้
เข้�ร่วมง�นและนำ�เสนอง�นวิจัยวิทย�นิพนธ์ปริญญ�เอกเก่ียว
กับก�รให้เหตุผลท�งเรข�คณิตในโปรแกรม The Geometer’s 
Sketchpad หรือ GSP ของนักเรียนไทยไปพร้อม ๆ กับนักวิจัย
ท่�นอื่น ๆ ด้วย โดยก�รนำ�เสนอในครั้งนี้เป็นก�รเล่�ถึงภ�พ
รวมของโครงก�รวิจัยทั้งหมดและเน้นไปที่ผลก�รวิจัยเป็นหลัก
เพื่อขอคว�มคิดเห็นจ�กผู้เข้�ร่วมประชุมท่�นอื่น ๆ นอกจ�กนี้
ยังเป็นก�รเตรียมคว�มพร้อมสำ�หรับก�รสอบวิทย�นิพนธ์ โดย
เฉพ�ะก�รเตรียมตัวตอบคำ�ถ�มต่�ง ๆ ท่ีเกี่ยวข้องกับง�นวิจัย
เพื่อเป็นประสบก�รณ์ไปในตัว

ก�รนำ�เสนอผลง�นวิจัยด้�นก�รศึกษ�คณิตศ�สตร์ในครั้งนี้ 
มีผู้สนใจเข้�ร่วมนำ�เสนออย่�งคับคั่งด้วยหัวข้อที่แตกต่�งหล�ก
หล�ย จนผูจ้ดัตอ้งจดัแบง่ผูน้ำ�เสนอผลง�นออกเปน็หวัขอ้ต�่ง ๆ   
เปน็หอ้ง ๆ  เพือ่คว�มสะดวกในก�รเลอืกเข�้ฟงัของผูร้ว่มง�น ซึง่

รอบรู้คณิต

นิตยสาร สสวท.42



หัวข้อง�นวิจัยของผู้เขียนเองถูกจัดอยู่ในเรื่องการใช้เทคโนโลยี 
ในการเรียนการสอนคณิตศาสตร์และการสอนเรื่องเรขาคณิต  
ผู้เขียนจึงได้ปักหลักเข้�ฟังก�รนำ�เสนอผลง�นในห้องนี้ เพื่อ
สำ�รวจดูด้วยว่�มีเพื่อนนักวิจัยและนักศึกษ�ระดับปริญญ�เอก
ท่�นอื่น ๆ สนใจศึกษ�ประเด็นเหล่�นี้ในหัวข้อใดบ้�ง
 สำ�หรับก�รบรรย�ยหัวข้อแรกของห้องเทคโนโลยีเพื่อ
ก�รศึกษ�คณิตศ�สตร์ เป็นก�รบรรย�ยของคุณ Jose Antonio  
Gonzalez นกัศกึษ�ปรญิญ�เอกจ�กประเทศสเปนทีส่นใจศกึษ�
เรื่องก�รใช้โปรแกรม spreadsheet เช่น MS Excel ช่วยแก้
ปญัห�ก�รคำ�นวณท�งพชีคณติของเดก็นกัเรยีนชัน้ Grade 6 โดย
คุณ Jose Antonio Gonzalez ได้แสดงวิดีโอคลิปที่นักเรียนใช้
โปรแกรม MS Excel ม�ใช้แก้ปัญห�โจทย์ต่อไปนี้
 “โรงเรียนแห่งหน่ึงมีนักเรียนท้ังหมด 510 คน โดย
นักเรียนแต่ละคนส�ม�รถเลือกเข้�ชมรมกีฬ�ส�มประเภทได้
เพียงหนึ่งชมรม ถ้�มีนักเรียนเลือกเข้�ชมรมแบดมินตันน้อย
กว่�ชมรมวอลเลย์บอลอยู่ 30 คน และมีนักเรียนเลือกเข้�ชมรม
ปิงปองเป็นสองเท่�ของชมรมแบดมินตัน จงห�ว่�มีนักเรียนใน
แต่ละชมรมกี่คน”
 ซึ่งนักเรียนก็ส�ม�รถออกแบบต�ร�งในโปรแกรม  
MS Excel เพื่อช่วยในก�รห�คำ�ตอบ โดยใช้ฟังก์ชันสูตรและค่�
ผลรวมในโปรแกรมเป็นเครื่องมือช่วยได้ดังนี้

โดยนักเรียนได้ใช้ฟังก์ชันสูตรและชื่อเซลล์ เช่น B2 แทนก�ร
ใช้ตัวแปรและก�รเขียนสมก�รเพื่อแสดงคว�มสัมพันธ์ระหว่�ง
จำ�นวนนักเรียนในชมรมแบดมินตัน วอลเลย์บอล และปิงปอง 
ต�มภ�พที่ 1 ท�งด้�นซ้�ย จ�กนั้นจึงใช้วิธีเด�จำ�นวนนักเรียน
ในชมรมแบดมินตันในช่อง B2 โดยเริ่มจ�ก 100 คน แล้วสำ�รวจ
จำ�นวนรวมไปเรื่อย ๆ จนกระทั่งส�ม�รถห�ค่� B2 ที่ทำ�ให้
จำ�นวนรวมเท่�กับ 510 คน ได้เมื่อสมมติให้จำ�นวนนักเรียนใน
ชมรมแบดมินตันเท่�กับ 120 คน ก�รนำ�เสนอง�นวิจัยเรื่องนี้
ได้รับก�รอภิปร�ยกับผู้เข้�ร่วมประชุมอย่�งค่อนข้�งกว้�งขว�ง 

ภาพที่ 1 นักเรียนใช้โปรแกรม MS Excel ช่วยในการแก้ปัญหาทางพีชคณิต

ภาพที่ 2 คุณ Taro Fujita นำาเสนอสื่อออนไลน์เรื่องความเท่ากันทุกประการ

ตัง้แตป่ระเดน็ก�รใชช้ือ่เซลลใ์นโปรแกรม MS Excel แทนตวัแปร 
x หรือ y ก�รใช้วิธีลองผิดลองถูกร่วมในก�รห�คำ�ตอบ รวมถึง
โครงสร�้งของก�รว�งต�ร�งทีไ่ลช่ือ่ชมรมลงม�ในแนวตัง้ซึง่อ�จ
ไมส่อดคลอ้งกบัวธิกี�รเขยีนสมก�รซึง่นยิมเขยีนในแนวนอน เชน่

 อย่�งไรก็ดี ก�รใช้ฟังก์ชันสูตรในโปรแกรม MS Excel 
ก็ยังมีส่วนช่วยให้นักเรียนทำ�คว�มเข้�ใจเรื่องตัวแปรและคว�ม
สมัพนัธร์ะหว�่งตวัแปรซึง่เปน็พืน้ฐ�นของพชีคณติไดจ้�กก�รใช้
สูตรและก�รกำ�หนดชื่อเซลล์ต่�ง ๆ ที่ต้องก�รนั่นเอง
 สำ�หรับผู้นำ�เสนอง�นวิจัยชิ้นท่ีสองในห้องนี้ก็เป็นนัก
วิจัยจ�กประเทศญี่ปุ่นนำ�โดยคุณ Taro Fujita ที่สนใจก�รใช้สื่อ
ก�รเรียนรู้ผ่�นเว็บไซต์ในก�รสอนเรื่องก�รพิสูจน์คว�มเท่�กัน
ทกุประก�รของรปูส�มเหลีย่ม โดยคณุ Taro Fujita ไดอ้อกแบบ
สื่อก�รสอนที่นักเรียนส�ม�รถใช้เม�ส์คลิกเลือกมุมหรือด้�น
ต่�ง ๆ  ของรูปส�มเหลี่ยมม�เปรียบเทียบกันได้ เพื่อพิสูจน์ว่�รูป
ส�มเหลี่ยมเท่�กันทุกประก�รด้วยเหตุผลใด ซึ่งนักเรียนระดับ
ชั้น Grade 9 ซ่ึงร่วมในง�นวิจัยนี้ก็ส�ม�รถเรียนรู้สมบัติของ
ส�มเหลีย่มทีเ่ท�่กนัทกุประก�รไดอ้ย�่งด ีอย�่งไรกต็�มผูเ้ข�้รว่ม
ฟงัก�รบรรย�ยกย็งัมขีอ้เสนอแนะตอ่สือ่ก�รสอนนีว่้� มีตวัอย�่ง
แสดงเฉพ�ะกรณีที่ส�มเหลี่ยมสองรูปเท่�กันทุกประก�รเท่�นั้น 
แต่ยังไม่มีกรณีที่ส�มเหลี่ยมสองรูปไม่เท่�กันทุกประก�รเลย  
ดงันัน้สือ่ก�รสอนชิน้นีน้�่จะยงัพฒัน�อกีได ้ดว้ยก�รเปดิโอก�สให้
นักเรียนแยกแยะกรณีที่ส�มเหลี่ยมสองรูปเท่�กันและไม่เท่�กัน 
ทุกประก�ร พร้อมทั้งให้เหตุผลประกอบด้วยว่�เพร�ะอะไร

+ +
จำ�นวนนักเรียน

ในชมรม
แบดมินตัน

จำ�นวนนักเรียน
ในชมรม

วอลเลย์บอล

จำ�นวนนักเรียน
ในชมรม
ปิงปอง

=  510 คน
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ภาพที่ 3 คุณ Nick Andrews นำาเสนอเครื่องมือวิจัยต่อผู้ร่วมฟัง

 ส่วนผู้นำ�เสนอหัวข้อวิจัยร�ยที่ส�มเป็นนักศึกษ�
ปรญิญ�เอกช้ันปทีี ่2 จ�กมห�วทิย�ลยั Oxford ประเทศองักฤษ 
ช่ือคุณ Nick Andrews ซึง่สนใจศกึษ�ถึงปฏสิมัพนัธร์ะหว่�งส�ม
สิ่งหลัก ๆ  คือ ครูผู้สอน ผู้เรียน และเนื้อห�เรข�คณิตในกิจกรรม
ก�รสร�้งท�งเรข�คณติดว้ยไมบ้รรทดัและวงเวยีนทีม่กี�รจัดเปน็
ลำ�ดับขั้น โดยคุณ Nick Andrews ได้ตั้งข้อสังเกตว่�ก�รสร้�ง
ท�งเรข�คณิตมีอยู่หล�ยกิจกรรม และก�รลำ�ดับกิจกรรมก�ร
สร้�งท�งเรข�คณิตในก�รเรียนก�รสอนจะส่งผลต่อก�รเรียนรู้
ของนักเรียนด้วยหรือไม่และอย่�งไร โดยผู้วิจัยก็ได้ร่วมกับครูผู้
สอนระดับ Grade 7 ออกแบบแผนก�รสอนเรื่องก�รสร้�งท�ง
เรข�คณิตจำ�นวน 5 ค�บ โดยให้นักเรียนสร้�งสิ่งต่�ง ๆ ต�ม
ลำ�ดับต่อไปนี้

 คาบท่ี 1: สร้�งจุดท่ีมีระยะห่�งจ�กจุดท่ีกำ�หนด
ให้เท่� ๆ กันหล�ย ๆ จุด / จุดท่ีมีระยะห่�งจ�กจุดปล�ย 
ของส่วนของเส้นตรง AB เท่� ๆ  กันหล�ย ๆ  จุด และ จุดท่ีมี
ระยะห่�งจ�กเส้นตรงสองเส้นท่ีไม่ขน�นกันเท่� ๆ  กันหล�ย ๆ   
จุด ซ่ึงจะได้เป็นโลคัสของจุดเป็นรูปวงกลม เส้นแบ่งคร่ึงและ
ต้ังฉ�ก และเส้นแบ่งคร่ึงมุม ต�มลำ�ดับ
 คาบท่ี   2: สร้�งรูปวงกลมท่ีมีรัศมี 6 ซม. สร้�ง 
เส้นแบ่งคร่ึงและต้ังฉ�กของส่วนของเส้นตรงเช่ือมจุดสอง
จุดท่ีต้องก�ร เส้นแบ่งคร่ึงมุมของมุมขน�ดต่�ง ๆ และ มุม
ท่ีมีขน�ด 22.5 องศ�
 คาบท่ี 3: สร้�งเส้นต้ังฉ�กเส้นตรงเส้นหน่ึงผ่�น
จุดท่ีกำ�หนดให้บนเส้นตรง / อภิปร�ยเร่ืองก�รห�ระยะ
ห่�งระหว่�งจุดอิสระจุดหน่ึงกับเส้นตรงหน่ึงเส้น และสร้�ง
ส�มเหล่ียมท่ีมีคว�มย�วแต่ละด้�นต�มท่ีกำ�หนดให้
 คาบท่ี 4: ใช้คว�มรู้เร่ืองก�รสร้�งท่ีเรียนม�แก้
ปัญห�จ�กสถ�นก�รณ์ต่�ง ๆ
 คาบท่ี 5: นำ�คว�มรู้ม�ประยุกต์ในก�รสร้�ง 
โลคัสของจุดท่ีมีระยะห่�งจ�กเส้นรอบรูปของรูปสองมิติ
ต่�ง ๆ คงท่ี

ซึง่คณุ Nick Andrews กไ็ดช้ีแ้จงว�่เข�และครผููส้อนไดพ้ย�ย�ม
ออกแบบแผนก�รสอนใหน้กัเรยีนฝกึสร�้งและสงัเกตสมบติัท�ง
เรข�คณิตจ�กกรณีง่�ย ๆ เช่น ก�รสร้�งรูปวงกลม เส้นแบ่งครึ่ง
และตัง้ฉ�ก หรอืเสน้แบ่งครึง่มมุ กอ่นจะกำ�หนดปัญห�ทีท่�้ท�ย

เพื่อต่อยอดทักษะคว�มรู้ไปเรื่อย ๆ จนถึงขั้นนำ�คว�มรู้ไปใช้ใน
สถ�นก�รณ์ใหม่ในค�บที่ 5 และค�ดหวังว่�ก�รเรียงลำ�ดับบท
เรียนลักษณะนีจ้ะทำ�ใหน้กัเรียนส�ม�รถเรียนรู้ได้อย�่งเป็นลำ�ดบั
ขั้นและเชื่อมโยงคว�มรู้ต่�ง ๆ ในก�รแก้ปัญห�ใหม่ ๆ ได้ดีกว่� 
อย�่งไรกด็เีนือ่งจ�กง�นวจิยัชิน้นีย้งัอยูใ่นชว่งเริม่ตน้สร�้งเครือ่ง
มือวิจัยโดยยังไม่มีก�รเก็บข้อมูลจริง ๆ จุดประสงค์ในก�รนำ�
เสนอของคุณ Nick Andrews ในวันนั้นจึงมุ่งเน้นให้ผู้ร่วมฟัง
แสดงคว�มคิดเห็นต่อเครื่องมือที่เข�ออกแบบม�กกว่� ซึ่งผู้เข้�
ร่วมฟังส่วนใหญ่ก็เห็นด้วยว่�บทเรียนที่ออกแบบม�มีลำ�ดับเป็น
ขั้นตอนทวีคว�มท้�ท�ยได้เหม�ะสมดี แต่หล�ย ๆ คนก็สนใจ
ถ�มคำ�ถ�มกับผู้นำ�เสนอในขั้นตอนของก�รเก็บข้อมูลว่�จะ
สำ�รวจปฏิสัมพันธ์ระหว่�งนักเรียนกับมโนทัศน์ท�งเรข�คณิตที่
เป็นลำ�ดับเหล่�นี้อย่�งไร และผู้วิจัยจะส�ม�รถมองเห็นลำ�ดับ
คว�มรู้เหล่�นีใ้นคว�มนกึคดิของนกัเรียนด้วยวธิไีหน ซึง่คุณ Nick 
Andrews กรั็บคำ�แนะนำ�เหล่�นีเ้พ่ือไปว�งแผนขัน้ตอนก�รเก็บ
ข้อมูลอย่�งละเอียดต่อไป

 ปิดท้�ยก�รประชุมวิช�ก�รในห้องน้ี ด้วยหัวข้อ
เกี่ยวกับก�รใช้โปรแกรมเรข�คณิตพลวัต The Geometer’s  
Sketchpad (GSP) กับก�รให้เหตุผลท�งเรข�คณิตของนักเรียน
ไทยระดบัชัน้มธัยมศกึษ�ปทีี ่3 ซึง่ผูเ้ขยีนกม็โีอก�สไดล้องนำ�เสนอ
กอ่นจะสอบวทิย�นพินธจ์ริงในอกีสองวนัถดัม� ซ่ึงก็นบัเป็นก�ร
ซ้อมตอบคำ�ถ�มทีช่ว่ยก�รเตรยีมตัวสอบของผูเ้ขยีนไดเ้ปน็อย�่ง
ดี โดยเฉพ�ะในส่วนทักษะก�รอธิบ�ยเรื่องต่�ง ๆ ที่เกี่ยวข้อง
กับง�นวิจัยจ�กผู้ฟังหล�กหล�ยมุมมอง ซึ่งเนื้อห�ที่ผู้เขียน
นำ�เสนอก็เป็นก�รแสดงผลก�รวิจัยจ�กก�รให้นักเรียนสำ�รวจ
สมบัติของรูปเรข�คณิตในสถ�นก�รณ์ต่�ง ๆ เช่น ก�รสำ�รวจ
สมบัติของเส้นเชื่อมจุดกึ่งกล�งด้�นสองด้�นของรูปส�มเหล่ียม
ซ่ึงจะขน�นกับด้�นที่เหลือเสมอ แล้วให้นักเรียนสังเกตและ
สรุปว่�เส้นเชื่อมจุดกึ่งกล�งนี้ขน�นกับด้�นที่ส�มหรือไม่  
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และให้เหตุผลว่�ทำ�ไมจึงเป็นเช่นนั้นโดยใช้คำ�สั่งต่�ง ๆ ในโปรแกรม GSP เป็นเครื่องมือ ซึ่งจ�กผลก�รวิจัยพบว่�นักเรียนมีกลยุทธ์
ในก�รให้เหตุผลต่อสมบัติก�รขน�นกันของเส้นเชื่อมจุดกึ่งกล�งด้�นของส�มเหลี่ยมกับด้�นที่เหลือในโปรแกรม GSP ท่ีแตกต่�ง
หล�กหล�ย มีตั้งแต่ก�รใช้เครื่องมือสร้�งเส้นขน�นในก�รแสดงว่�เส้นทั้งสองนั้นขน�นกันจริง ๆ เพื่อยืนยัน ก�รใช้เครื่องมือลูกศร
ปรับรูปส�มเหลี่ยมจนด้�นทั้งหมดอยู่ในแนวเส้นตรงเดียวกัน เพื่อบอกว่�เส้นทั้งสองขน�นกันเพร�ะมันจะไม่ตัดกันไม่ว่�กรณีใด ๆ 
ด้วยก�รให้เหตุผลแบบอุปนัย ไปจนถึงก�รใช้ก�รให้เหตุผลแบบนิรนัยอ้�งอิงถึงสมบัติของส�มเหลี่ยมคล้�ยม�อธิบ�ยสมบัติของ
ก�รขน�น ดังแสดงในภ�พที่ 4

ซ่ึงง�นวิจัยน้ีก็แสดงให้เห็นถึงวิธีก�รให้เหตุผลแบบใหม่ ๆ  ท่ีนักเรียน
อ�จเลือกนำ�ม�ใช้อธิบ�ยปร�กฏก�รณ์ท่ีสังเกตได้โดยใช้คำ�ส่ังและ
คว�มยืดหยุ่นต่�ง ๆ ในโปรแกรม GSP ซ่ึงบ�งคร้ังก็อ�จไม่จำ�เป็น
ต้องเป็นก�รให้เหตุผลแบบนิรนัยด้วยก�รพิสูจน์ หรือเป็นก�รให้
เหตุผลท่ีสมเหตุสมผลเสมอ ซ่ึงผู้เข้�ร่วมฟังก�รนำ�เสนอในวันน้ันก็
ให้คว�มสนใจกับผลก�รวิจัยเป็นอย่�งดี โดยหล�ย ๆ  คนก็มีคำ�ถ�ม
ถึงก�รจำ�แนกประเภทก�รให้เหตุผลแบบต่�ง ๆ ในง�นวิจัยท่ีอ�จ
กำ�หนดไว้รัดกุมเกินไป จนไม่ยืดหยุ่นสำ�หรับก�รให้เหตุผลลักษณะ
ใหม่ ๆ ท่ีอ�จเกิดข้ึน ก�รเปรียบเทียบก�รให้เหตุผลท�งเรข�คณิต
ในโปรแกรม GSP ท่ีแตกต่�งจ�กก�รให้เหตุผลจ�กรูปบนกระด�ษ 
และประเด็นท่ีว่�นักเรียนมีคว�มรู้สึกต่อเรข�คณิตเปล่ียนแปลงไป
อย่�งไรเม่ือได้เห็นรูปเรข�คณิตท่ีส�ม�รถปรับรูปร่�งได้ในโปรแกรม
น้ี ซ่ึงคำ�ถ�มเหล่�น้ีเองท่ีเป็นคำ�ถ�มท่ีกระตุ้นให้ผูเ้ขียนได้พินิจและ
ทบทวนถึงคว�มคิดของตัวเองตลอดระยะเวล�ของก�รทำ�ก�รวิจัย
ว่�มีเหตุผลอย่�งไรในก�รตัดสินใจในแต่ละข้ันตอนของก�รดำ�เนิน
ก�รและก�รวิเคร�ะห์ข้อมูลในจุดต่�ง ๆ  นับเป็นก�รเน้นย้ำ�ถึงคว�ม
ชัดเจนในแนวท�งก�รวิจัยของผูเ้ขียนเองผ่�นมุมมองท่ีหล�กหล�ย
ของผู้ร่วมฟังอย่�งเป็นประโยชน์

ภาพที่ 4 วิธีการให้เหตุผลทางเรขาคณิตลักษณะต่าง ๆ เกี่ยวกับเส้นเชื่อมจุดกึ่งกลางด้านสองด้านของรูปสามเหลี่ยมทั้งการใช้เครื่องมือสร้างเส้นขนาน  
การปรับรูปเพื่อสำารวจสมบัติ และการอ้างอิงถึงสมบัติของสามเหลี่ยมคล้าย

 ส่ิงท่ีผู้เขียนได้รับจากการเข้าร่วมประชุมวิชาการใน
คร้ังน้ีจึงไม่เพียงแต่จะได้โอกาสฝึกการนำาเสนอผลงานวิจัยของ
ตนเองผ่านการตอบคำาถามจากมุมมองท่ีหลากหลายเท่าน้ัน แต่
ยังได้สัมผัสถึงบรรยากาศแห่งการวิพากษ์วิจารณ์และโต้แย้งทาง
วิชาการท่ีผู้เข้าร่วมประชุมแต่ละท่านต่างก็พยายามแสดงทรรศนะ
และมุมมองของตนอย่างตรงไปตรงมา ซ่ึงทุกท่านต่างก็มีเจตนาใน
การแลกเปล่ียนความรู้และประสบการณ์ระหว่างกันฉันมิตรโดย
ไม่มีการผิดใจอะไรกัน แม้ว่าบางคร้ังจะมีการถกเถียงกันอย่าง
เข้มข้นก็ตาม เพราะนักวิจัยและนักการศึกษาคณิตศาสตร์เหล่าน้ี
ต่างตระหนักดีว่าความคิดอ่านท่ีแตกต่างหลากหลายจะช่วยส่อง
สะท้อนให้งานวิจัยมีความลึกซ้ึงและเป็นประโยชน์ต่อการนำาไปใช้
จริงมากข้ึน ทำาให้เราได้คำาตอบต่อไปว่าปัญหาท่ีแท้ของการเรียน
การสอนคณิตศาสตร์มันอยู่ ณ จุดใด และเราควรจะทำาอย่างไร
ต่อไปเพ่ือปัญหาต่าง ๆ เหล่าน้ัน
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