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สำ�หรับการจัดงานประชุมวิชาการของ BSRLM เมื่อวัน
ที่ 2 มีนาคม พ.ศ. 2556 ซึ่งจัดขึ้น ณ Graduate School of 
Education มหาวิทยาลัย Bristol นั้น ผู้เขียนเองก็มีโอกาสได้
เข้าร่วมงานและนำ�เสนองานวิจัยวิทยานิพนธ์ปริญญาเอกเก่ียว
กับการให้เหตุผลทางเรขาคณิตในโปรแกรม The Geometer’s 
Sketchpad หรือ GSP ของนักเรียนไทยไปพร้อม ๆ กับนักวิจัย
ท่านอื่น ๆ ด้วย โดยการนำ�เสนอในครั้งนี้เป็นการเล่าถึงภาพ
รวมของโครงการวิจัยทั้งหมดและเน้นไปที่ผลการวิจัยเป็นหลัก
เพื่อขอความคิดเห็นจากผู้เข้าร่วมประชุมท่านอื่น ๆ นอกจากนี้
ยังเป็นการเตรียมความพร้อมสำ�หรับการสอบวิทยานิพนธ์ โดย
เฉพาะการเตรียมตัวตอบคำ�ถามต่าง ๆ ท่ีเกี่ยวข้องกับงานวิจัย
เพื่อเป็นประสบการณ์ไปในตัว

การนำ�เสนอผลงานวิจัยด้านการศึกษาคณิตศาสตร์ในครั้งนี้ 
มีผู้สนใจเข้าร่วมนำ�เสนออย่างคับคั่งด้วยหัวข้อที่แตกต่างหลาก
หลาย จนผูจ้ดัตอ้งจดัแบง่ผูน้ำ�เสนอผลงานออกเปน็หวัขอ้ตา่ง ๆ   
เปน็หอ้ง ๆ  เพือ่ความสะดวกในการเลอืกเขา้ฟงัของผูร้ว่มงาน ซึง่
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หัวข้องานวิจัยของผู้เขียนเองถูกจัดอยู่ในเรื่องการใช้เทคโนโลยี 
ในการเรียนการสอนคณิตศาสตร์และการสอนเรื่องเรขาคณิต  
ผู้เขียนจึงได้ปักหลักเข้าฟังการนำ�เสนอผลงานในห้องนี้ เพื่อ
สำ�รวจดูด้วยว่ามีเพื่อนนักวิจัยและนักศึกษาระดับปริญญาเอก
ท่านอื่น ๆ สนใจศึกษาประเด็นเหล่านี้ในหัวข้อใดบ้าง
	 สำ�หรับการบรรยายหัวข้อแรกของห้องเทคโนโลยีเพื่อ
การศึกษาคณิตศาสตร์ เป็นการบรรยายของคุณ Jose Antonio  
Gonzalez นกัศกึษาปรญิญาเอกจากประเทศสเปนทีส่นใจศกึษา
เรื่องการใช้โปรแกรม spreadsheet เช่น MS Excel ช่วยแก้
ปญัหาการคำ�นวณทางพชีคณติของเดก็นกัเรยีนชัน้ Grade 6 โดย
คุณ Jose Antonio Gonzalez ได้แสดงวิดีโอคลิปที่นักเรียนใช้
โปรแกรม MS Excel มาใช้แก้ปัญหาโจทย์ต่อไปนี้
	 “โรงเรียนแห่งหน่ึงมีนักเรียนท้ังหมด 510 คน โดย
นักเรียนแต่ละคนสามารถเลือกเข้าชมรมกีฬาสามประเภทได้
เพียงหนึ่งชมรม ถ้ามีนักเรียนเลือกเข้าชมรมแบดมินตันน้อย
กว่าชมรมวอลเลย์บอลอยู่ 30 คน และมีนักเรียนเลือกเข้าชมรม
ปิงปองเป็นสองเท่าของชมรมแบดมินตัน จงหาว่ามีนักเรียนใน
แต่ละชมรมกี่คน”
	 ซึ่งนักเรียนก็สามารถออกแบบตารางในโปรแกรม  
MS Excel เพื่อช่วยในการหาคำ�ตอบ โดยใช้ฟังก์ชันสูตรและค่า
ผลรวมในโปรแกรมเป็นเครื่องมือช่วยได้ดังนี้

โดยนักเรียนได้ใช้ฟังก์ชันสูตรและชื่อเซลล์ เช่น B2 แทนการ
ใช้ตัวแปรและการเขียนสมการเพื่อแสดงความสัมพันธ์ระหว่าง
จำ�นวนนักเรียนในชมรมแบดมินตัน วอลเลย์บอล และปิงปอง 
ตามภาพที่ 1 ทางด้านซ้าย จากนั้นจึงใช้วิธีเดาจำ�นวนนักเรียน
ในชมรมแบดมินตันในช่อง B2 โดยเริ่มจาก 100 คน แล้วสำ�รวจ
จำ�นวนรวมไปเรื่อย ๆ จนกระทั่งสามารถหาค่า B2 ที่ทำ�ให้
จำ�นวนรวมเท่ากับ 510 คน ได้เมื่อสมมติให้จำ�นวนนักเรียนใน
ชมรมแบดมินตันเท่ากับ 120 คน การนำ�เสนองานวิจัยเรื่องนี้
ได้รับการอภิปรายกับผู้เข้าร่วมประชุมอย่างค่อนข้างกว้างขวาง 

ภาพที่ 1 นักเรียนใช้โปรแกรม MS Excel ช่วยในการแก้ปัญหาทางพีชคณิต

ภาพที่ 2 คุณ Taro Fujita นำ�เสนอสื่อออนไลน์เรื่องความเท่ากันทุกประการ

ตัง้แตป่ระเดน็การใชช้ือ่เซลลใ์นโปรแกรม MS Excel แทนตวัแปร 
x หรือ y การใช้วิธีลองผิดลองถูกร่วมในการหาคำ�ตอบ รวมถึง
โครงสรา้งของการวางตารางทีไ่ลช่ือ่ชมรมลงมาในแนวตัง้ซึง่อาจ
ไมส่อดคลอ้งกบัวธิกีารเขยีนสมการซึง่นยิมเขยีนในแนวนอน เชน่

	 อย่างไรก็ดี การใช้ฟังก์ชันสูตรในโปรแกรม MS Excel 
ก็ยังมีส่วนช่วยให้นักเรียนทำ�ความเข้าใจเรื่องตัวแปรและความ
สมัพนัธร์ะหวา่งตวัแปรซึง่เปน็พืน้ฐานของพชีคณติไดจ้ากการใช้
สูตรและการกำ�หนดชื่อเซลล์ต่าง ๆ ที่ต้องการนั่นเอง
	 สำ�หรับผู้นำ�เสนองานวิจัยชิ้นท่ีสองในห้องนี้ก็เป็นนัก
วิจัยจากประเทศญี่ปุ่นนำ�โดยคุณ Taro Fujita ที่สนใจการใช้สื่อ
การเรียนรู้ผ่านเว็บไซต์ในการสอนเรื่องการพิสูจน์ความเท่ากัน
ทกุประการของรปูสามเหลีย่ม โดยคณุ Taro Fujita ไดอ้อกแบบ
สื่อการสอนที่นักเรียนสามารถใช้เมาส์คลิกเลือกมุมหรือด้าน
ต่าง ๆ  ของรูปสามเหลี่ยมมาเปรียบเทียบกันได้ เพื่อพิสูจน์ว่ารูป
สามเหลี่ยมเท่ากันทุกประการด้วยเหตุผลใด ซึ่งนักเรียนระดับ
ชั้น Grade 9 ซ่ึงร่วมในงานวิจัยนี้ก็สามารถเรียนรู้สมบัติของ
สามเหลีย่มทีเ่ทา่กนัทกุประการไดอ้ยา่งด ีอยา่งไรกต็ามผูเ้ขา้รว่ม
ฟงัการบรรยายกย็งัมขีอ้เสนอแนะตอ่สือ่การสอนนีว่้า มีตวัอยา่ง
แสดงเฉพาะกรณีที่สามเหลี่ยมสองรูปเท่ากันทุกประการเท่านั้น 
แต่ยังไม่มีกรณีที่สามเหลี่ยมสองรูปไม่เท่ากันทุกประการเลย  
ดงันัน้สือ่การสอนชิน้นีน้า่จะยงัพฒันาอกีได ้ดว้ยการเปดิโอกาสให้
นักเรียนแยกแยะกรณีที่สามเหลี่ยมสองรูปเท่ากันและไม่เท่ากัน 
ทุกประการ พร้อมทั้งให้เหตุผลประกอบด้วยว่าเพราะอะไร
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ภาพที่ 3 คุณ Nick Andrews นำ�เสนอเครื่องมือวิจัยต่อผู้ร่วมฟัง

	 ส่วนผู้นำ�เสนอหัวข้อวิจัยรายที่สามเป็นนักศึกษา
ปรญิญาเอกช้ันปทีี ่2 จากมหาวทิยาลยั Oxford ประเทศองักฤษ 
ช่ือคุณ Nick Andrews ซึง่สนใจศกึษาถึงปฏสิมัพนัธร์ะหว่างสาม
สิ่งหลัก ๆ  คือ ครูผู้สอน ผู้เรียน และเนื้อหาเรขาคณิตในกิจกรรม
การสรา้งทางเรขาคณติดว้ยไมบ้รรทดัและวงเวยีนทีม่กีารจัดเปน็
ลำ�ดับขั้น โดยคุณ Nick Andrews ได้ตั้งข้อสังเกตว่าการสร้าง
ทางเรขาคณิตมีอยู่หลายกิจกรรม และการลำ�ดับกิจกรรมการ
สร้างทางเรขาคณิตในการเรียนการสอนจะส่งผลต่อการเรียนรู้
ของนักเรียนด้วยหรือไม่และอย่างไร โดยผู้วิจัยก็ได้ร่วมกับครูผู้
สอนระดับ Grade 7 ออกแบบแผนการสอนเรื่องการสร้างทาง
เรขาคณิตจำ�นวน 5 คาบ โดยให้นักเรียนสร้างสิ่งต่าง ๆ ตาม
ลำ�ดับต่อไปนี้

	 คาบท่ี 1: สร้างจุดท่ีมีระยะห่างจากจุดท่ีกำ�หนด
ให้เท่า ๆ กันหลาย ๆ จุด / จุดท่ีมีระยะห่างจากจุดปลาย 
ของส่วนของเส้นตรง AB เท่า ๆ  กันหลาย ๆ  จุด และ จุดท่ีมี
ระยะห่างจากเส้นตรงสองเส้นท่ีไม่ขนานกันเท่า ๆ  กันหลาย ๆ   
จุด ซ่ึงจะได้เป็นโลคัสของจุดเป็นรูปวงกลม เส้นแบ่งคร่ึงและ
ต้ังฉาก และเส้นแบ่งคร่ึงมุม ตามลำ�ดับ
	 คาบท่ี   2: สร้างรูปวงกลมท่ีมีรัศมี 6 ซม. สร้าง 
เส้นแบ่งคร่ึงและต้ังฉากของส่วนของเส้นตรงเช่ือมจุดสอง
จุดท่ีต้องการ เส้นแบ่งคร่ึงมุมของมุมขนาดต่าง ๆ และ มุม
ท่ีมีขนาด 22.5 องศา
	 คาบท่ี 3: สร้างเส้นต้ังฉากเส้นตรงเส้นหน่ึงผ่าน
จุดท่ีกำ�หนดให้บนเส้นตรง / อภิปรายเร่ืองการหาระยะ
ห่างระหว่างจุดอิสระจุดหน่ึงกับเส้นตรงหน่ึงเส้น และสร้าง
สามเหล่ียมท่ีมีความยาวแต่ละด้านตามท่ีกำ�หนดให้
	 คาบท่ี 4: ใช้ความรู้เร่ืองการสร้างท่ีเรียนมาแก้
ปัญหาจากสถานการณ์ต่าง ๆ
	 คาบท่ี 5: นำ�ความรู้มาประยุกต์ในการสร้าง 
โลคัสของจุดท่ีมีระยะห่างจากเส้นรอบรูปของรูปสองมิติ
ต่าง ๆ คงท่ี

ซึง่คณุ Nick Andrews กไ็ดช้ีแ้จงวา่เขาและครผููส้อนไดพ้ยายาม
ออกแบบแผนการสอนใหน้กัเรยีนฝกึสรา้งและสงัเกตสมบติัทาง
เรขาคณิตจากกรณีง่าย ๆ เช่น การสร้างรูปวงกลม เส้นแบ่งครึ่ง
และตัง้ฉาก หรอืเสน้แบ่งครึง่มมุ กอ่นจะกำ�หนดปัญหาทีท่า้ทาย

เพื่อต่อยอดทักษะความรู้ไปเรื่อย ๆ จนถึงขั้นนำ�ความรู้ไปใช้ใน
สถานการณ์ใหม่ในคาบที่ 5 และคาดหวังว่าการเรียงลำ�ดับบท
เรียนลักษณะนีจ้ะทำ�ใหน้กัเรียนสามารถเรียนรู้ได้อยา่งเป็นลำ�ดบั
ขั้นและเชื่อมโยงความรู้ต่าง ๆ ในการแก้ปัญหาใหม่ ๆ ได้ดีกว่า 
อยา่งไรกด็เีนือ่งจากงานวจิยัชิน้นีย้งัอยูใ่นชว่งเริม่ตน้สรา้งเครือ่ง
มือวิจัยโดยยังไม่มีการเก็บข้อมูลจริง ๆ จุดประสงค์ในการนำ�
เสนอของคุณ Nick Andrews ในวันนั้นจึงมุ่งเน้นให้ผู้ร่วมฟัง
แสดงความคิดเห็นต่อเครื่องมือที่เขาออกแบบมากกว่า ซึ่งผู้เข้า
ร่วมฟังส่วนใหญ่ก็เห็นด้วยว่าบทเรียนที่ออกแบบมามีลำ�ดับเป็น
ขั้นตอนทวีความท้าทายได้เหมาะสมดี แต่หลาย ๆ คนก็สนใจ
ถามคำ�ถามกับผู้นำ�เสนอในขั้นตอนของการเก็บข้อมูลว่าจะ
สำ�รวจปฏิสัมพันธ์ระหว่างนักเรียนกับมโนทัศน์ทางเรขาคณิตที่
เป็นลำ�ดับเหล่านี้อย่างไร และผู้วิจัยจะสามารถมองเห็นลำ�ดับ
ความรู้เหล่านีใ้นความนกึคดิของนกัเรียนด้วยวธิไีหน ซึง่คุณ Nick 
Andrews กรั็บคำ�แนะนำ�เหล่านีเ้พ่ือไปวางแผนขัน้ตอนการเก็บ
ข้อมูลอย่างละเอียดต่อไป

	 ปิดท้ายการประชุมวิชาการในห้องน้ี ด้วยหัวข้อ
เกี่ยวกับการใช้โปรแกรมเรขาคณิตพลวัต The Geometer’s  
Sketchpad (GSP) กับการให้เหตุผลทางเรขาคณิตของนักเรียน
ไทยระดบัชัน้มธัยมศกึษาปทีี ่3 ซึง่ผูเ้ขยีนกม็โีอกาสไดล้องนำ�เสนอ
กอ่นจะสอบวทิยานพินธจ์ริงในอกีสองวนัถดัมา ซ่ึงก็นบัเป็นการ
ซ้อมตอบคำ�ถามทีช่ว่ยการเตรยีมตัวสอบของผูเ้ขยีนไดเ้ปน็อยา่ง
ดี โดยเฉพาะในส่วนทักษะการอธิบายเรื่องต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้อง
กับงานวิจัยจากผู้ฟังหลากหลายมุมมอง ซึ่งเนื้อหาที่ผู้เขียน
นำ�เสนอก็เป็นการแสดงผลการวิจัยจากการให้นักเรียนสำ�รวจ
สมบัติของรูปเรขาคณิตในสถานการณ์ต่าง ๆ เช่น การสำ�รวจ
สมบัติของเส้นเชื่อมจุดกึ่งกลางด้านสองด้านของรูปสามเหล่ียม
ซ่ึงจะขนานกับด้านที่เหลือเสมอ แล้วให้นักเรียนสังเกตและ
สรุปว่าเส้นเชื่อมจุดกึ่งกลางนี้ขนานกับด้านที่สามหรือไม่  
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และให้เหตุผลว่าทำ�ไมจึงเป็นเช่นนั้นโดยใช้คำ�สั่งต่าง ๆ ในโปรแกรม GSP เป็นเครื่องมือ ซึ่งจากผลการวิจัยพบว่านักเรียนมีกลยุทธ์
ในการให้เหตุผลต่อสมบัติการขนานกันของเส้นเชื่อมจุดกึ่งกลางด้านของสามเหลี่ยมกับด้านที่เหลือในโปรแกรม GSP ท่ีแตกต่าง
หลากหลาย มีตั้งแต่การใช้เครื่องมือสร้างเส้นขนานในการแสดงว่าเส้นทั้งสองนั้นขนานกันจริง ๆ เพื่อยืนยัน การใช้เครื่องมือลูกศร
ปรับรูปสามเหลี่ยมจนด้านทั้งหมดอยู่ในแนวเส้นตรงเดียวกัน เพื่อบอกว่าเส้นทั้งสองขนานกันเพราะมันจะไม่ตัดกันไม่ว่ากรณีใด ๆ 
ด้วยการให้เหตุผลแบบอุปนัย ไปจนถึงการใช้การให้เหตุผลแบบนิรนัยอ้างอิงถึงสมบัติของสามเหลี่ยมคล้ายมาอธิบายสมบัติของ
การขนาน ดังแสดงในภาพที่ 4

ซ่ึงงานวิจัยน้ีก็แสดงให้เห็นถึงวิธีการให้เหตุผลแบบใหม่ ๆ  ท่ีนักเรียน
อาจเลือกนำ�มาใช้อธิบายปรากฏการณ์ท่ีสังเกตได้โดยใช้คำ�ส่ังและ
ความยืดหยุ่นต่าง ๆ ในโปรแกรม GSP ซ่ึงบางคร้ังก็อาจไม่จำ�เป็น
ต้องเป็นการให้เหตุผลแบบนิรนัยด้วยการพิสูจน์ หรือเป็นการให้
เหตุผลท่ีสมเหตุสมผลเสมอ ซ่ึงผู้เข้าร่วมฟังการนำ�เสนอในวันน้ันก็
ให้ความสนใจกับผลการวิจัยเป็นอย่างดี โดยหลาย ๆ  คนก็มีคำ�ถาม
ถึงการจำ�แนกประเภทการให้เหตุผลแบบต่าง ๆ ในงานวิจัยท่ีอาจ
กำ�หนดไว้รัดกุมเกินไป จนไม่ยืดหยุ่นสำ�หรับการให้เหตุผลลักษณะ
ใหม่ ๆ ท่ีอาจเกิดข้ึน การเปรียบเทียบการให้เหตุผลทางเรขาคณิต
ในโปรแกรม GSP ท่ีแตกต่างจากการให้เหตุผลจากรูปบนกระดาษ 
และประเด็นท่ีว่านักเรียนมีความรู้สึกต่อเรขาคณิตเปล่ียนแปลงไป
อย่างไรเม่ือได้เห็นรูปเรขาคณิตท่ีสามารถปรับรูปร่างได้ในโปรแกรม
น้ี ซ่ึงคำ�ถามเหล่าน้ีเองท่ีเป็นคำ�ถามท่ีกระตุ้นให้ผูเ้ขียนได้พินิจและ
ทบทวนถึงความคิดของตัวเองตลอดระยะเวลาของการทำ�การวิจัย
ว่ามีเหตุผลอย่างไรในการตัดสินใจในแต่ละข้ันตอนของการดำ�เนิน
การและการวิเคราะห์ข้อมูลในจุดต่าง ๆ  นับเป็นการเน้นย้ำ�ถึงความ
ชัดเจนในแนวทางการวิจัยของผูเ้ขียนเองผ่านมุมมองท่ีหลากหลาย
ของผู้ร่วมฟังอย่างเป็นประโยชน์

ภาพที่ 4 วิธีการให้เหตุผลทางเรขาคณิตลักษณะต่าง ๆ เกี่ยวกับเส้นเชื่อมจุดกึ่งกลางด้านสองด้านของรูปสามเหลี่ยมทั้งการใช้เครื่องมือสร้างเส้นขนาน  
การปรับรูปเพื่อสำ�รวจสมบัติ และการอ้างอิงถึงสมบัติของสามเหลี่ยมคล้าย

	 ส่ิงท่ีผู้เขียนได้รับจากการเข้าร่วมประชุมวิชาการใน
คร้ังน้ีจึงไม่เพียงแต่จะได้โอกาสฝึกการนำ�เสนอผลงานวิจัยของ
ตนเองผ่านการตอบคำ�ถามจากมุมมองท่ีหลากหลายเท่าน้ัน แต่
ยังได้สัมผัสถึงบรรยากาศแห่งการวิพากษ์วิจารณ์และโต้แย้งทาง
วิชาการท่ีผู้เข้าร่วมประชุมแต่ละท่านต่างก็พยายามแสดงทรรศนะ
และมุมมองของตนอย่างตรงไปตรงมา ซ่ึงทุกท่านต่างก็มีเจตนาใน
การแลกเปล่ียนความรู้และประสบการณ์ระหว่างกันฉันมิตรโดย
ไม่มีการผิดใจอะไรกัน แม้ว่าบางคร้ังจะมีการถกเถียงกันอย่าง
เข้มข้นก็ตาม เพราะนักวิจัยและนักการศึกษาคณิตศาสตร์เหล่าน้ี
ต่างตระหนักดีว่าความคิดอ่านท่ีแตกต่างหลากหลายจะช่วยส่อง
สะท้อนให้งานวิจัยมีความลึกซ้ึงและเป็นประโยชน์ต่อการนำ�ไปใช้
จริงมากข้ึน ทำ�ให้เราได้คำ�ตอบต่อไปว่าปัญหาท่ีแท้ของการเรียน
การสอนคณิตศาสตร์มันอยู่ ณ จุดใด และเราควรจะทำ�อย่างไร
ต่อไปเพ่ือปัญหาต่าง ๆ เหล่าน้ัน
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